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Важные понятия
𝑓(𝑥) → min

𝑥∈𝑆

Множество 𝑆 обычно называется допустимым (бюджетным) множеством.
• Точка 𝑥∗ является глобальным минимумом, если 𝑓(𝑥∗) ≤ 𝑓(𝑥) для всех 𝑥.

• Точка 𝑥∗ является локальным минимумом, если существует окрестность 𝑁 точки 𝑥∗, такая что
𝑓(𝑥∗) ≤ 𝑓(𝑥) для всех 𝑥 ∈ 𝑁 .

• Точка 𝑥∗ является строгим локальным минимумом (также называется сильным локальным минимумом),
если существует окрестность 𝑁 точки 𝑥∗, такая что 𝑓(𝑥∗) < 𝑓(𝑥) для всех 𝑥 ∈ 𝑁 с 𝑥 ≠ 𝑥∗.

• Мы называем точку 𝑥∗ стационарной (или критической), если ∇𝑓(𝑥∗) = 0. Любой локальный минимум
должен быть стационарной точкой.

Рис. 1: Illustration of different stationary (critical) points
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Безусловная оптимизация

Необходимое условие оптимальности первого порядка

Если 𝑥∗ является локальным минимумом и 𝑓 непрерывно дифференцируема в окрестности, то

∇𝑓(𝑥∗) = 0 (1)

Достаточные условия оптимальности второго порядка

Предположим, что ∇2𝑓 непрерывна в окрестности точки 𝑥∗ и что

∇𝑓(𝑥∗) = 0 ∇2𝑓(𝑥∗) ≻ 0. (2)

Тогда 𝑥∗ является строгим локальным минимумом функции 𝑓 .

Условия оптимальности 4
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Оптимизация с ограничениями-равенствами

Рассмотрим простой, но практический случай ограничений-равенств:

𝑓(𝑥) → min
𝑥∈R𝑛

s.t. ℎ𝑖(𝑥) = 0, 𝑖 = 1, … , 𝑝
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Метод Лагранжа

Основная идея метода Лагранжа состоит в переходе от условной оптимизации к безусловной через увеличение
размерности задачи:

𝐿(𝑥, 𝜈) = 𝑓(𝑥) +
𝑝

∑
𝑖=1

𝜈𝑖ℎ𝑖(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝜈𝑇 ℎ(𝑥) → min
𝑥∈R𝑛,𝜈∈R𝑝

Необходимые условия:

∇𝑥𝐿(𝑥∗, 𝜈∗) = 0

∇𝜈𝐿(𝑥∗, 𝜈∗) = 0

Достаточные условия:

⟨𝑦, ∇2
𝑥𝑥𝐿(𝑥∗, 𝜈∗)𝑦⟩ > 0,

∀𝑦 ≠ 0 ∈ R𝑛 ∶ ∇ℎ𝑖(𝑥∗)𝑇 𝑦 = 0
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Условия Каруша-Куна-Таккера
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Общая формулировка

Общая задача математического программирования:

𝑓0(𝑥) → min
𝑥∈R𝑛

s.t. 𝑓𝑖(𝑥) ≤ 0, 𝑖 = 1, … , 𝑚
ℎ𝑖(𝑥) = 0, 𝑖 = 1, … , 𝑝

Решение включает в себя построение функции Лагранжа:

𝐿(𝑥, 𝜆, 𝜈) = 𝑓0(𝑥) +
𝑚

∑
𝑖=1

𝜆𝑖𝑓𝑖(𝑥) +
𝑝

∑
𝑖=1

𝜈𝑖ℎ𝑖(𝑥)
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Необходимые условия ККТ

Пусть 𝑥∗, (𝜆∗, 𝜈∗) является решением математической задачи программирования. Пусть также функции
𝑓0, 𝑓𝑖, ℎ𝑖 дифференцируемы.

(1)∇𝑥𝐿(𝑥∗, 𝜆∗, 𝜈∗) = 0
(2)∇𝜈𝐿(𝑥∗, 𝜆∗, 𝜈∗) = 0
(3)𝜆∗

𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1, … , 𝑚
(4)𝜆∗

𝑖 𝑓𝑖(𝑥∗) = 0, 𝑖 = 1, … , 𝑚
(5)𝑓𝑖(𝑥∗) ≤ 0, 𝑖 = 1, … , 𝑚
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Некоторые условия регулярности

Эти условия необходимы для того, чтобы условия ККТ стали необходимыми. Некоторые из них даже
превращают необходимые условия в достаточные. Например, условие Слейтера:

Если для выпуклой задачи (т.е., предполагая минимизацию, 𝑓0, 𝑓𝑖 выпуклы и ℎ𝑖 аффинны), существует
точка 𝑥 такая что ℎ(𝑥) = 0 и 𝑓𝑖(𝑥) < 0 (существование строго допустимой точки), то условия ККТ
становятся необходимыми и достаточными.
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Достаточные условия ККТ

Для гладких, нелинейных задач оптимизации, второе достаточное условие задается следующим образом.
Решение 𝑥∗, 𝜆∗, 𝜈∗, которое удовлетворяет условиям ККТ (выше), является локальным минимумом при
ограничениях, если для функции Лагранжа

𝐿(𝑥, 𝜆, 𝜈) = 𝑓0(𝑥) +
𝑚

∑
𝑖=1

𝜆𝑖𝑓𝑖(𝑥) +
𝑝

∑
𝑖=1

𝜈𝑖ℎ𝑖(𝑥)

выполняются следующие условия:

⟨𝑦, ∇2
𝑥𝑥𝐿(𝑥∗, 𝜆∗, 𝜈∗)𝑦⟩ > 0

∀𝑦 ≠ 0 ∈ R𝑛 ∶ ∇ℎ𝑖(𝑥∗)⊤𝑦 = 0, ∇𝑓0(𝑥∗)⊤𝑦 ≤ 0, ∇𝑓𝑗(𝑥∗)⊤𝑦 = 0
𝑖 = 1, … , 𝑝 ∀𝑗 ∶ 𝑓𝑗(𝑥∗) = 0
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Задачи

Задачи 15
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Задача 1

Question

Функция 𝑓 ∶ 𝐸 → R определена как
𝑓(𝑥) = ln (−𝑄(𝑥))

где 𝐸 = {𝑥 ∈ R𝑛 ∶ 𝑄(𝑥) < 0} и
𝑄(𝑥) = 1

2𝑥⊤𝐴𝑥 + 𝑏⊤𝑥 + 𝑐

с 𝐴 ∈ S𝑛
++, 𝑏 ∈ R𝑛, 𝑐 ∈ R.

Найдите точку максимума 𝑥∗ функции 𝑓 .
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Задача 2

Question

Найдите явное решение следующей задачи.

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑦 → min
s.t. 𝑥2 + 𝑦2 = 1

где 𝑥, 𝑦 ∈ R.
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Задача 3

Question

Найдите явное решение следующей задачи.

⟨𝑐, 𝑥⟩ +
𝑛

∑
𝑖=1

𝑥𝑖 log𝑥𝑖 → min
𝑥∈R𝑛

s.t.
𝑛

∑
𝑖=1

𝑥𝑖 = 1,

где 𝑥 ∈ R𝑛
++, 𝑐 ≠ 0.

Задачи 18
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Задача 4

Question

Пусть 𝐴 ∈ S𝑛
++, 𝑏 > 0 покажите, что:

det(𝑋) → max
𝑋∈S𝑛

++
s.t.⟨𝐴, 𝑋⟩ ≤ 𝑏

имеет единственное решение и найдите его.

Задачи 19
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Задача 5

Question

Даны 𝑦 ∈ {−1, 1}, и 𝑋 ∈ R𝑛×𝑝, задача об опорных векторах:

1
2 ||𝑤||22 + 𝐶

𝑛
∑
𝑖=1

𝜉𝑖 → min
𝑤,𝑤0,𝜉𝑖

s.t. 𝜉𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1, … , 𝑛
𝑦𝑖(𝑥𝑇

𝑖 𝑤 + 𝑤0) ≥ 1 − 𝜉𝑖, 𝑖 = 1, … , 𝑛
найдите условие стационарности ККТ.

Задачи 20
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Приложения

Приложения 21
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Адверсариальные атаки
Определение: Адверсариальные атаки используются для обмана моделей DL путем добавления небольших
возмущений к входным данным. Мы можем сформулировать это как задачу оптимизации с ограничениями,
где целью является минимизация/максимизация функции потерь при сохранении возмущения в определенных
пределах (ограничение нормы).
Метод FGSM (fast gradient-sign method) является самым простым таким методом, который генерирует
adversarial examples путем применения небольшого возмущения в направлении градиента функции потерь.
Формально:

𝑥′ = 𝑥 + 𝜀 ⋅ sgn(∇𝑥𝐿(𝑥, 𝑦)), s.t. ||𝑥 − 𝑥′|| ≤ 𝜀

Таким образом, мы выполняем градиентный подъем на изображении (== максимизация потерь по
отношению к этому изображению).

Рис. 2: Иллюстрация

Вот код, попробуйте его сами!
Приложения 22
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